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Processus de Galton-Watson

Théoréme 1 (Galton-Watson). Soient (X7); jen+ des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées a valeurs dans N. On note u leur loi et m leur espérance. On définit le processus (Zp)nen par

Zo=1¢et Zpy1 = ZZZ’””l X”‘H pour n € N. On note oo =P (In €N, Z, =0). Alors si u # 61, on a :

(i) Sim <1, alors oo =1 : Il y a extinction presque sire du processus.

(i) Si m > 1, alors oo < 1 : Il y a une probabilité non nulle de survie.

Démonstration.

On note G la fonction génératrice de la loi p

Etape 1 : Montrons que G est croissante convexe sur [0, 1], et strictement convexe si u([2, +oo[) > 0.
En tant que fonction génératrice, G est une série entiére convergente en 1, donc G est de classe C* sur [0, 1].

Pour tout k£ € N, notons p, =P (Xf = k) Les py, sont alors positifs, on a donc, pour s € [0,1] :

’s):kaksk_1>0 et G (s Zk —ppst2>0

Donc G est ainsi croissante et convexe sur [0,1]. Si p([2,400[) > 0, il existe k& > 2 tel que py > 0, donc la
deuxieme inégalité est en fait stricte pour s # 0, d’ou la stricte convexité.

Etape 2 : Montrons par récurrence que Gz, = G" pour tout n € N.
Sin =0, ona, pour s € [0,1], Gz,(s) = G1(s) = s, donc Gz, = Id.
Pour n € Net s €[0,1], on a :

Gz, (5) = E{Z ] lexw lzlz NHSX"“]

Par le théoreme de Fubini, puis par indépendance de Z,, avec les X "ot des X;H'l entre eux, on obtient :

oo s N
Cznls Z E|lz,-N HSXM] = > Ellz,-n] HSXM] = Y Bz, =M [[E["]
=t N=0 i=1

i=1 N=0
On a alors :

%) N s}
Zon ()= P(Zy=N)[[G(s) = > P(Z, = N)G(s)" = (Gz, 0 G)(s)
=1 N=0

N=0

Ainsion a Gz, ,, = Gz, o G, et par hypothese de récurrence on a donc Gz, ., = G"

n41 n41

Etape 3 : Montrons que 7., est le plus petit point fixe de G sur [0, 1].
Sim, =P(Z, =0), on a meo = limy,— 400 T puisque (Z,, = 0) est une suite croissante d’événements. De plus :
Tnt1 =P (Zny1 =0) = Gz,,,(0) = G(Gz,(0) = G(P(Z, = 0)) = G(mn)

Comme G est continue sur [0, 1], on obtient que G(7) = T par passage & la limite. De plus, si u € [0, 1] est le
plus petit point fixe de G, alors [0, u] est stable par G, car G est croissante. Comme 79 = P (Zy = 0) = 0 € [0, u],
on a m, € [0,u] pour tout n € N, alors 7 est un point fixe de G dans [0, u], donc 7o = u est le plus petit
point fixe de G.




Développements - Analyse Processus de Galton-Watson

Etape 4 : Conclusion.
Comme G(1) = 1 et G'(1) = m, la tangente & la courbe représentative de G en 1 a pour équation y = m(x—1)+1.
On distingue alors plusieurs cas :

(i) Sim > 1, alors il existe n < 1 tel que G(s) < s pour s €n, 1[. Comme G(0) > 0, le théoréme des valeurs
intermédiaires donne existence d’un point fixe de G sur [0, 7]. Donc 7o, < 1.

(ii) Si m < 1, alors, comme G est convexe, sa courbe représentative reste au-dessus de sa tangente, donc
strictement au-dessus de la droite d’équation y = x, ce qui implique que 1 est le seul point fixe de G sur
[0,1], donc 7o = 1.

(iii) Si m = 1, alors, comme p # 1, il existe & > 2 tel que p,, > 0. Donc G est strictement croissante, donc
reste strictement au-dessus de sa tangente d’équation y = x, ce qui implique que 1 est le seul point fixe
de G sur [0, 1], donc o = 1.
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